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EINLEITUNG 
Gegenstand ieser Arbeit ist die Entwicklung einer expliziten Formel zur Be- 
rechnung der Bettizahlen der komplexen Mannigfaltigkeit B,(C) der C-wertigen 
Punkte des Modulschemas B, der stabilen n-markierten Baume projektiver 
Geraden, das Gerritzen, Herrlich und van der Put [GHP] zur Konstruktion des 
Modulraumes der total degenerierten stabilen Kurven eingeftihrt haben. 
Zunachst wird eine Rekursionsformel fur die Anzahl S,,,(q) der Fq-wertigen 
Punkte von B, entwickelt, deren assoziierte stabile Baume genau 1 Komponen- 
ten haben. Dabei wird verwendet, da13 die kanonische Projektion 71: B,+l -+ B, 
universelle Familie fur die stabilen n-markierten Baume projektiver Geraden ist 
und die Faser n-‘(x) tiber einem Eq-wertigen Punkt von B, isomorph ist zu 
einem stabilen n-markierten Baum projektiver Geraden. 
Im 2. Teil dieser Arbeit wird die Rekursionsformel fur die Anzahl S,,,(q) bei 
festem q als Differenzengleichung einer Funktion in den Variablen n und I auf- 
gefaljt, deren spezielle Struktur eine induktive Losung durch Rtickftihrung auf 
Differenzenrechnung einer Variablen erlaubt und somit die explizite Darstel- 
lung der Bettizahlen von B,(C), die in einer Tabelle fur kleine n angegeben 
werden, ermoglicht.’ 
’ Diese Arbeit ist Teil einer Dissertation, die von der Fakultlt fiir Mathematik der Ruhr-Universi- 
t8t Bochum im Juli 1988 angenommen wurde. 
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5 1. REKURSIONSFORMEL FijR DIE ANZAHL DER Fq-WERTIGEN PUNKTE VON B, 
Eq sei K&per mit q Elementen. 
DEFINITION. x~B,(~J sei Eq-wertiger Punkt von B, und (C, @) sei der zu x 
assoziierte stabile n-markierte Baum projektiver Geraden; 
(1) &,I : = B,,,,(q) : = {(C, @) : (C, #) ist stabiler n-markierter Baum projektiver 
Geraden iiber 5q mit 1 Komponenten}, 12 0 
(2) S,,(q) := #B,,(q). 
BEMERKUNG. S,,(q) ist die Anzahl der lFq-wertigen Punkte in B,, deren asso- 
ziierte stabile n-markierte Baume projektiver Geraden 1 Komponenten haben, 
und es gilt: 
n-2 
4(q):= #&&,) = C S,,/(q). 
/=I 
Fiir S,,,:= S, I (q) erhalt man die folgende Rekursionsformel: 
SAT2 1 
S n+,,,=(1(q-1)-n+2)S,,+(n+1-2)S,,_,, n23, 111; 
setze dabei S3,, := 1 und S,,=O, falls Irn-1 oder I=O. 
BEWEIS. n:= 7z,: B,+, + B, sei die kanonische Projektion und XE B,,(Eq) sei 
Fq-wertiger Punkt von B,, dann gilt: die Faser B := B, +, xB, Spec F4 iiber x ist 
isomorph zu einem stabilen n-markierten Baum projektiver Geraden (C, 4) iiber 
Eq mit n(C,@)=x (vgl. [GHP], Q 3, Lemma 1). 
1.) Fiir (C,@)EB,+~,~, n23, 15l~~n--2 gilt: 
~(C,@)EB,,IU&,/-~, 
denn: n(C, ~3) entsteht aus (C, 0) durch Entfernen der Marke @, + r; 
{ Cj}j5, sei die Menge der Komponenten von C und 
@ = (@I, . ..9 &l+*),@;EC(~q), isn+l, 
die (n + I)-Markierung von C, CE @, + 1 E C, (sonst umnumerieren); 
fiir alle jr 1 sei 
Val~~,~)Cj := # (f$ n Cj) + #Sing(Cn Cj), 
dann gilt nach Definition: 3sval cc,,~n+l und insbesondere: valc,,+19n+,)C,>2, 
also lassen sich folgende Falle unterscheiden: 
l. val(W-{0,+11 I- C > 3, d.h. die Stabilitatseigenschaft der Komponente C, 
wird durch Entfernen der Marke @, + 1 nicht verletzt; dann gilt: 
n(C, @) = (C, (A> ... 9 &I)), 
also folgt: rc(C,@) ist stabiler n-markierter Baum projektiver Geraden mit 
1 Komponenten, d.h. 
172 
n(C, @) E 47,,(q). 
2. “a’(c,,)-{4%+,l I- C -2, d.h. die Stabilitatseigenschaft der Komponente C, 
wird durch Entfernen der Marke @,,+, verletzt, dann folgt: 
# (C, fl Sing(C)) = 
1 falls C, Endkomponente 
2 sonst 
2.1. # (C, fl Sing(C)) = 1, d.h. @,+t E C, und ~j E C, fiir genau ein jl n, dann 
gilt: 
n(C, @) = (C’, Q’) 
mit 
C’:= (j c, 
1-l 
und 
&!:= & c, f;!;ti+j 
( 
also ist rr(C, @) stabiler n-markierter 
ponenten, d.h. 
r4C>@)E&,/-,. 
Visn 
Baum projektiver Geraden mit I+ 1 Kom- 
2.2. #(C,USing(C))=2, d.h. nur @,,+, EC,, CE C,fISing(C) =: {P,,P,}C 
C(F,), dann gilt: 
mit 
n(C, @) = (C’T @‘) 
I- I 
C’:= U C,/rel, 
I&I 
wobei ‘rel’ fquivalenzrelation ist, die die Punkte P, und Pz identifiziert, und 
@I:= @; Visn; also ist rc(C, @) stabiler n-markierter Baum projektiver Geraden 
mit I-1 Komponenten, d.h. 
n(C,@)E4I,,-,. 
2.) Definiert man nun fur alle Ir 1: 
und 
so folgt 
B" ll+i,/ := ~-‘(&+I n&+,./L 
nach Konstruktion 
B n+l,l - B,‘z+,,/nBi’+,,/. 
Fur (C, 0) E B,, gilt dann: 
(1) # (&+I,/ nrr~‘(C,~))=f(q-l)-n+2, 
(2) #(B;+r,/+, nn~‘(C,~))=n+(I+l)-2, 
denn: 
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(1): nach Definition gilt fur (C’, @‘) E B, + ,, /: 
n(C’, 0’) EB,,,, 
also folgt 
#(B:,+,,,rw1(C,(b))= #C(Q-n-(W), 
wobei n die Anzahl der Marken auf (C, @) und (I- 1) die Anzahl der Doppel- 
punkte von (C, @I) ist; da # C(FJ = lq + 1 folgt dann: 
# (B:, + 1, InIc~1(c,~))=Iq+i-n-(I-i)=I(q-i)-n+2 
(2): nach Definition gilt fur (C”, 4”) E B;+ 1,1+ 1: 
n(C: $0 EB,+ 
also folgt: 
#(B;+,,J+,nrl(C,@))= n+(l--l)=n+(l+l)-2, 
wobei n die Anzahl der Marken auf (C, @) und (f - 1) die Anzahl der Doppel- 
punkte von (CT,@) ist. Damit folgt: 
#K+,,/ = #B,,(l(q-I)-n+2) 
und 
#K+I,, = #B,,-,(n+l-2), 
also erhalt man insgesamt: 
S ,,+I,/ = #&+I,/ = #B;+,,,+ #B,+,,, 
= S,,(/(q-l)-n+2)+S,,,_*(n+I-2). 
52.EXPLIZITE BERECHNUNG DERBETTIZAHLEN VONB, 
Fur sI(n) := S,,,,(q), n 2 3, 12 1, erhalt man fur festes q durch Einsetzen in 
die Rekursionsformel die folgende inhomogene Differenzengleichung in den 
Variablen n und 1: 
s,(n+l)+(n-2+1(1 -q)).s,(n) = (n+I-2)+,(n) 
mit den Randwerten s,(3):= 1 und s,(n):= 0, falls l>n-2 oder l=O. 
Fur das Polynom F,(q) = Cy:,’ S,,Jq) gilt dann der folgende Satz: 
SATZ 2. Fur alle n L 3 und 1~ 1 gilt: 
n-2 
F,(q) = c c ;r (ij +j_2)P~ j 
/=I i=(r,,....iJEw ,=I 
i, =2, r,cn-I 
;,<I,,, vJS/ 
mit : 
P{, = ‘)‘fi’ (j(q-1)-k); 
k=r,-I 
setze dabei: i,+, := n. 
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BEWEIS. Sei zunachst I= 1; dann erhalt man die folgende homogene Differen- 
zengleichung in der Variablen n mit Randwert fr (3) = 1: 
fi(n+l)+(n-l-q)fi(n)=O vnr3; 
LEMMA 1. Fur I=1 ist 
n-3 
s,(n) = n (q-l-i) = 
,=I 
fur alle n 2 3 Losung der homogenen Differenzengleichung 
s,(n+l)+(n-l-q)s,(n)=O 
mit Randwert sr (3) = 1. 
BEWEIS. Da die Gleichung nur fur ganzzahlige n gel&t werden ~011, gilt fur 
p(i):=q+l-i Vi23: sl(i) =p(i-l)s,(i-1) Vi14; 
berticksichtigt man den Randwert s,(3) = 1, so erhalt man die allgemeine Losung: 
n-1 n-l n-3 
s,(n) = n p(i) = n (q+l -i) = n (q-l-i) = 
t-3 r=3 r=l 
Fur alle n 2 3 und I? 1 sei 
n-3 
f,(n):= n (/(q-1)-i), 
wobei c,(n) eine Funktion in den Variablen I und n ist. 
LEMMA 2. Q(q) sei der Korper der rationalen Funktionen in q, 122; fur 
n-l 
c,(n):= C (i+/-2) ‘/-I(‘) 
1=3 giTiyQ(q) 
ist s,(n) = c,(n)5,(n) fur alle n 13 Losung der homogenen Differenzengleichung 
s,(n+l)+(n-2+1(1 -q))s,(n) = @+I-2)s,_,(n). 
Der Beweis erfolgt durch Einsetzen in die Differenzengleichung. 
Aus der Kenntnis der Randwerte 
s,(i) = 0, falls l>i-2 
ergibt sich fur alle n 2 3 und 12 2: 
n-l n-3 
sl(n)=;=~+,(i+1-2)s,-,(i) II (k-1)-d 
j=r-I 
genauer erhalt man: 
n-1 I,- I I,- I 
s,(n) = C (&+I-2)[ C (il-l+(I-l)-2)[...[ C &+3-2) 
!,=/+I l, ,=I i,=4 
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i, - I i, - 3 
x I,~3(i2+w%(&) n cm-1)--_01 
; j=i,-I 
i4- I I, 3 
x jzF_, (3(q-l)-_ol***l rI_, (U-l)(q-1)-_01 
n-3 
Xj=rI, U(cl--11-A 
da sl(i2) = n;:,’ (q - 1 -j) (s. Lemma l), setze i2 := 2; dann gilt fur alle n 2 3 
und alle 111: 
I 1, / I -3 
s/(n) = c 
I=(! ,,..., iJErk 
n (ij+j-2) n (j(q-1)-k), il+l:= n 
j=l &=;,-I 
i,=2, i,cn-I 
i,<f,+, Vjj<l 
ist Losung der inhomogenen Gleichung 
s,(n+l)+(n-2+&l -q))s,(n) = @+I-2).s_,. 
Aus F,(q) = XI:,’ S,,,(q) = Cy:f s,(n) folgt die Formel fur F,(q). 
Zur expliziten Berechnung der Bettizahlen von B, werden die Koeffizienten 
des Polynoms F,(q) durch Entwicklung nach der Variablen q bestimmt: 
FOLGERUNG ZU SATZ 2. 1st F,(q) = ~~~~ F,,,q’ die q-Entwicklung von F,(q), 
so gilt fur alle Olvln-3: 
n-2 
F,,, = C M), 
/=I 
dabei ist fur alle O<v~n-3: 
a v(l) = c P/w/(a) 
a=(IJ?)EbP 
i=(i I,..., i,)EN’, i,=2, i,+,=n, ij<ij+* Vj51 
p=(p I,..., /3,)EN’, OI/3+ij++-l VjIl, b pj= V 
J’l 
p,(i) = ;I (ij +j- 2) 
j=l 
c,(a) = ;I s/&) j”, 
j=l 
wobei: 
Ti’:= {tj(l) ,...,tj(ij+,-ij-l)} 
mit : 
{(a) = a+j+ij-2 fur 15a5~+,-ij-l, 
und die sp,(Tj’) sind fiir 01/3’~ij+l- ij - 1 elementarsymmetrische Funktionen 
in den $(a), lla<ij+,-b-1; 
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dabei werden die elementarsymmetrischen Funktionen fur eine endliche Men- 
ge T= {tt, . . . . t,} G Z wie folgt definiert: 
fur 0 I k I n sei s, _ k (T) : = C, tJ, wobei j = {j,, . . . , jk} k-elementige Teilmen- 
ge von (1, . . . . n} und tj:= (-l)k n:=, tj,, setze aul3erdem: ~,~~(0):= 1 fur alle 
05k5n. 
Die Beziehung zwischen den Koeffizienten Fn,” des Polynoms F,(q) und den 
Bettizahlen von B, stellt die folgende von Gerritzen, Herrlich und van der Put 
bewiesene Proposition her (vgl. [GHP] $j 4, Prop. 7): 
PROPOSITION. hi := dim H’@,(c), C) sei i-te Bettizahl von B,; 
dann gilt fur alle 05 is 2(n - 3): 
L-3-v h;= o 
1 
falls i = 2v gerade 
i ungerade 
und Fn,n_3_v=Fn,v fur alle 05v5n-3. 
Die Methode zur Bestimmung der Bettizahlen aus der Zeta-Funktion mit Hil- 
fe der Weil-Vermutungen wurde under anderem bereits in den Arbeiten von 
Harder und Narasimhan [HN], Bialynicki-Birula und Sommese [B-BS] und 
Kirwan [K] verwendet. 
Fur den Fall des Quotienten Q, =(lP,)&‘/PCiL(2) der semistabilen Punkte 
von (IP,)” nach PGL(2) hat Kirwan die Poincare-Reihe P,(Q,)= CIBo t’ 
rang H’(Q,, Z) explizit berechnet [K]. 
Dieses Ergebnis ist insofern interessant, als B, durch Aufblasungen aus Q, 
entsteht (vgl. [GHP] 8 5). Durch die grofie Anzahl der Aufblasungen sind die 
Bettizahlen von B, allerdings wesentlich komplizierter als die von Q, und stim- 
men nur fur nr5 iiberein. 
ANHANG 
Tabelle fiir die Bettizahlen hzY= dim H2”(E,(C),C) mit hzv= h2+_,), 0s vsn - 3, 3 sns 13: 
n ho h2 h4 h6 hx hlo hl2 
3 1 0 0 0 0 0 0 
4 1 1 0 0 0 0 0 
5 1 5 1 0 0 0 0 
6 1 16 16 1 0 0 0 
7 1 42 127 42 1 0 0 
8 1 99 715 715 99 1 0 
9 1 219 3.292 1.723 3.292 219 1 
10 1 466 13.333 63.173 63.173 13.333 466 
11 1 968 49.556 429.549 861.235 429.594 49.556 
12 1 1.981 173.570 2.567.940 9.300.303 9.300.303 2.567.940 
13 1 4.017 582.947 13.985.842 84.981.261 152.971.975 84.981.261 
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